1 2 3 4 Calificaciéon

APELLIDO Y NOMBRE:
NO.DE LIBRETA:

Ecuaciones Diferenciales A y B

Primer Parcial 21/10/15

1. Sea L el operador definido por Lu = (—pu')’ +qu, con 0 < p € C([a,b]), 0 < q € C([a,b]).
Probar que
a) L: H?>N H{(a,b) — L*(a,b) es un isomorfismo (es decir, L es biyectiva, continua y
L~1 es continua).

b) Si G es la funcién de Green asociada a L, y u, es la n-ésima autofuncién de L con
autovalor \,, entonces

Glr.y) = 3 3t (y).

¢) Calcular

Z sen(nx)sen(ny)

5 .
n
n>1

2. a) Encontrar los puntos criticos del funcional

/Oa ((y')2 —y? - 6ysen(2x)) dx

con condiciones de borde y(0) =0, y(a) = A.

b) Probar que si « es suficientemente pequeno, entonces el punto critico obtenido en a)
es un minimo. Calcular « explicitamente.

3. a) Resolver
uﬁ—ﬁumzo z,t >0
u(0,1) = g(t),
u(z,0) = f(x).
Dar condiciones sobre g y f para que la solucién resulte de clase C*.
b) Si tenemos el problema anterior pero

1

Ty T

spuede existir una solucién de clase C''? ;Y sélo continua?

4. Sean Q C RY abierto, acotado y conexo de frontera C', 5 > 0 es una constante y f €
L?(€). Hallar la formulacién débil del siguiente problema con condiciones de Robin

—Au=f en ()
%—l—ﬁu:() en 01,

y probar que existe una tnica solucién débil. Probar que si u es regular, es solucién clasica
si y solo si es solucién débil.

Sugerencia: pensar por qué tiene sentido la formulacién débil en H'(Q).

Soluciones:



1.

1. Ac4 tenfamos que ver que L : H? N H}([a,b]) — L2([a,b]) era biyectiva, continua y con
inversa continua.

= Biyectiva Aqui habia varias maneras pero lo crucial era notar que L era biyectiva
sii dada f € L2([a,b]) 3w € H? NH([a,b]) tal que L(u) = f

a)

Forma 1: Usando Lax-Milgram: Aqui sea v € CJ°(a,b) multiplicamos por v a
L(u) = f e integramos en [a, b], nos queda:

b b b
—/ (—pu')v'd:c+/ quudz

= 0 pues v tiene soporte compacto, nos queda:
a

b
/ (—pu')'v + quvdr = (—pu'v)

b
(Usamos partes) Como (—pu'v)

b b
/ (—pu')'v + quvdr = / (pu'v" + quv)dz = a(u,v)

Ahora sea v € H? N H([a,b]) yo se que IH{ vy nen C CP(a,b) tal que v, —
v en H2 N H} ([a,b]) pues [a,b] es abierto, acotado, conexo y de frontera C*,
entonces como Hj([a,b]) es cerrado en H?([a,b]) y ambos son Hilbert tenemos
que ||-[|g2rms (a,8)) = |-l (0,57 Por ende tenemos que v, — v en L?y v, — v en
L? Con todo esto, como p, p’, ¢ € L>°((a, b)) pues son continuas en un compacto y
por el Lema que demostro Pau en la practica tenemos que ff (pu'vl, + quuy,) do —
ff(pu’v’ + quv)dx y tengo definida una a : H2 N H([a, b]) x H? NHY([a,b]) — R
forma bilineal Ahora veamos la continuidad de a:

b
mwwns/(wmww+mwmom

la(u, v)] < llpll oo [/ || 2210l 22 + [lgl oo [Jul 2 0]l 22 < Cllullg 0]l

Donde la ultima desigualdad es debido a la practica.

Ahora veamos que a es coersiva:

Como p > 0 en [a,b] y [a,b] es compacto entonces min p > 0, ademas f; quu >0
entonces

b
mwammp/uﬂzmw@
a

con C' >0
Entonces por Lax-Milgram 3'u € H2 N H([a,b]) / a(u,v) = ff fv Vv € H}
Entonces como C§°([a, b]) C Hi([a,b]) sea v € C§°([a, b))

[ ro=atwnr= [pt vaw= [ (o) +au)e

Y como eso vale Vv € C§°([a, b]) por densidad concluimos la biyectividad de L.

Forma 2: Viendo positividad y usando Green:

Acé se podfa usar que como H2NH}([a, b]) es Hilbert y ya sabemos la existencia y
unicidad de la funcién de Green alli, tenemos que @ = G* f cumple que L(u) = f,
pero hay que checkear que @ € H? N H}([a, b]) Esto es simple pues la funcién de
Green de un operador de Strum-Louville es C? a trozos y por ende, como por la
practica D (G = f) = (D% (G)) * f para todo multiindice a para las derivadas
d”ebiles. Entonces 4 € H2 N H!([a,b]). Ademds como G cumple las condicinoes



de contorno de L por definicién, entonces automaticamente u las va a cumplir y
entonces efectivamente @ € H2 N H}([a, b]). O sea que L es sobreyectiva.

Ahora como ¢ > 0 y p > 0 sabemos por el ejercicio 5 de la practica 2 que los
autovalores de L son positivos y los autoespacios tienen dimensién 1. Entonces:

(Lug,ug)r2 = Ay >0 Vk €N {ui} autofunciones.

Luego dada u € L?([a,b]) 3o € K / u =p2 > 5o aguk. Sea @; la suma hasta
k = j, entonces lo anterior dice que u4; — u en L?. Notemos que:

J
(Luj, uj)p2 = Zak ((Lug, ug)) = Zai)\k >0 {ug} autofunciones.
k=0

Donde usamos que L es un operador lineal y que el producto interno es bilineal
(en realidad usamos linealidad de la primera coordenada no més). Ahora como
(.,.) es continuo como forma bilineal de L? y L es continuo en L? y la restriccion
a H2 N H}([a, b] es continua, tenemos que (Liij,uj) — (Lu,u) en L? y entonces
(Lu,u) > liminf(Luj,uj) > 0. Ahora como toque de gracia, como L es de Sturm
Louville Pablo probé que en realidad u;, € C2%([a,b]) a trozos y entonces como
{ux} = L? entonces en particular juntando todo ukiﬂem 0 = H2 N H([a,b]) v
entonces L es un operador positivo, en particular inyectivo.

» Continuidad:
ILulpe = || (—p') + qul| 2 = || — pu" — p'u + qul| 2

[ Lullzz < [P/ llzee llw' 2 + lIpllzee lu”ll 2 + llall oo [l 2
[Lullz2 < Cllullme < CD||ullg2rmg,
con C = max{p,p’,q} > 0 pues [a,b] es compacto y son continuas y D > 0 es la
constante de la equivalencia de normas de H? N H} y H{.
= Continuidad de la inversa:

a) Forma 1 Usando el teo de la aplicacién abierta: Como L es continua y sobreyectiva
de un Hilbert a otro Hilbert, entonces es abierta. Como es continua, abierta y
sobreyectiva entre dos Banach, por el teorema de la aplicacién abierta, L™! es
continua.

b) Forma 2 A mano:
1L (N 2w < CIG" * fllzz < ClG [ fllzz < CD| f] 2

Donde la primera desigualdad es por la equivalencia de normas usual para usar
la de H&, més la equivalencia del ej 8 de la préactica 5. Como G € C! a trozos en
un compacto, la derivada débil es la clasica ctp y estdn acotadas por su maximo,
entonces en la segunda desigualdad usamos Young.

2. Como los {us}ren son una base ortonormal de L? y para cada x € (a,b) fijo G, € L?

entonces:
o
G, = Z ag(T)ug
k=0

con a = (Gg,ug) f G ( y)dy = ( ) , pues G es funcién de Green para L y

k( Ju k(y)
A '

Luy, = \yuy, Entonces Gy = ZZO:O

3. Aqui era simplemente usar b) y hallar la funcién de Green que tenga como autovalores
A, = n? y autofunciones u,, = sin(nx), o sea el operador L = —0,, en [0, 7).



1. Sea
L(Qa?/’@) = (y')2 — y2 — 6y sin (2z).

Como L € C', podemos hallar sus extremales a través de la siguiente ecuacién de Euler-

Lagrange:
d

Ly—%

(Ly’) = 07

es decir
v +y = —3sin (27). (1)

Resolvemos (1) como en Analisis II, primero buscamos soluciones del sistema homogéneo
y” +y = 0, obtenemos
yg = asinx + bcosx.

Luego hallamos una solucién particular de la ecuacién: y” + y = —3sin (2x), observemos
que ‘a ojo’podemos ver que
yp = sin (2x)

es una solucién particular.

Luego, una solucién de (1) es de la forma

y(x) = asinz + bcosz + sin (2x).

Ahora, ajustemos las constantes para que se satisfagan las condiciones y(0) = 0, y(a) = A.
0=y(0) =asin0+ bcos0 + sin0 = b,
luego b = 0. Por otro lado:
A =y(a) = asina + sin (2a),
acd tenemos que tener un poco de cuidado!! Si « # km, para algtin k € N, nos queda

A — sin (2a)

a = "
Sin &«

pero si a = km, nos queda A = 0. Luego, el extremal de foa L(y,y,x)dx es

sin «

y(x) = A=sin Q) i o 4 gin (2x), sia#km.
y(x) = asinz + sin (2z), sia = km.

2. Para justificar que el extremal hallado en el item anterior es un maximo, consideramos,
para ¢ € C§°([0,a]), la funcién

I(t) = J(y +tp) = /Oa((y + 1)) — (y + tp)® — 6(y + L) sin (2z))da.

El extremal y es un minimo de J si I”(0) > 0, para toda ¢ € C§°([0, ]).

I'(t) = /0 "2+ 1) — 2y + o — Gipsin (20))d,

Luego N
1) =10 = [ ) -2

4
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t=x"3/3+x+cte
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Figura 1: Tres curvas caracteristicas donde la funcién permanece constante.

Por lo tanto, I"(0) > 0 siy sélo si [;'(¢')%dz > [} ¢?dx, para toda ¢ € C5°([0,0]), es
decir, si
11172 > llellZ2-

Observemos que como ¢ € C§°([0, @]), podemos aplicar de desigualdad de Poincaré, ten-

emos que
lellZ: < VCIL 172 < ¢,

si tomamos v/C < 1, recordemos que la constante éptima para la desigualdad de Poncaré en
el intervalo [0,a] es C'= 2.

Luego, podemos asegurar que el extremal es un minimo si pedimos 0 < o < 7.

3.

La funcién a estudiar es F'(ug,us,u,z,t) = up + x%ﬂuw = 0. Usando el método de las

caracteristicas' sabemos que

@i = (i)
is) = < ! 1)-(ux,ut):0

x24+1’

Podemos deducir las curvas carateristicas donde la funcién u permanece constante son las
curvas de nivel. Asi resulta

d 1 ;
—z = entonces
ds 2 +1
/:c2 +1dx = /ds = s + cte es decir
/3+x = s+cte

Dado que t(s) = s + cte; u resulta constante en las curvas

23/3+x+cte—t=0.

Wer el libro de Evans en la seccién 3.2.



Estas son de la forma que se ve en el grafico 1. Si notamos
h(z,t) =t —a3/3 —x + cte

resulta que por el teorema de la funcién implicita (dado que D;h = 1 es invertible) vemos que
estas curvas estan bien definidas, no se intersecan y cubren todo el cuadrante; debemos distinguir
los casos donde cortan a la funcién ¢ de los que corta f. En el primero, la u vale igual a cuando
la curva atraviesa el eje ¢ > 0. Entonces si cte > 0,

u(z,t) = wu(x,23/3+ x + cte) = u(0, cte) = g(cte).

En el segundo caso, dado que el discriminante es negativo, sabemos que existe una tnica raiz
real de la ecuacién 23/3 + x + cte = t. Llamemos R(cte) a este valor, es decir,

R(cte)®/3 + R(cte) + cte = 0.
Con lo cual u queda definida

u(z,t) = wu(x,23/3 + x + cte) = u(R(cte),0) = f(R(cte))
= JR(— P — )

Entonces

_ gt —2%/3—x)sit—2%/3—2>0
ule,t) = { F(R(t — 23 — z)) si no.

Verifiquemos que se cumplen las hipdtesis. Primero calculemos la derivada de R.

R(2)3/3+R(2)+2 = 0 derivemos respecto de z
R(2)?R(z) +R(z)+1 = 0
R(2)(R(2)2+1) = -1
. -1 )
R(z) = R 1 en particular
: ~1

Para continuar supongamos que t — z3/3 — x > 0. Luego

u, = g (—a®—1)

U = ]
) A
sl s g e = gy H9=0

y en el otro caso

upy = fR(—2%2-1)
Uy = f %
—2? -z

wrrg TIR=0

) 1 _
asl UIW +u = f

ademas

u(0,t) = g(t—0%/3—0) = g(t)
u(zo,0) = f(R(0— /3 —x0))



donde R(—z3/3 — x0) es rafz de 23/3 + z — x3/3 — 20 y, por lo tanto:

u(20,0) = fR(0 —23/3 —x0)) = f(0)

como queriamos.
Entonces, ;qué condiciones pedimos a f y g7 Para la continuidad de la funcién, debe suceder
que valga lo mismo en la curva
/3 4=t

que son los valores que corresponden a f(0) y ¢g(0). Asi pedimos que
f(0) = g(0).

Ademsés para la continuidad de la derivada necesitamos sobre la curva de nivel?

lim ug(x,t) = lim ug(x,t)y
(w,t)—>(a¢3’,t0—) (x,t)—>(za,t3')
lim Ug(z,t) = lim ug(x,t).
(:v,t)—>(xg,t0_) (z,t)—=(zy 7tE;')
Asi tenemos que
lim  w(z,t) = lim  w(x,t) =
(z,t)%(xg,ta) (x,t)—)(a:a,tar)
lim  gt—23/3—-z) = lim  f(R(t —2®/3 —z)) R(t — 23/3 — 2)
(m,t)%(zg',ta) (x,t)%(xa,tg')
9(0) = F(R(0)) R(0) = f(0)(=1)
9(0) = —£(0).
Pero por otro lado
lim  wuy(z,t) = lim  wuy(z,t) =
(x,t)%(xg,tof) (I,t)%(l‘g,tg)
lim g(—2?—1) = lim fR(—2®— 1)
(x,t)%(mg',ta) (z,t)—>($g,t8')
9(0) = f(R(0)) R(0) = £(0)(-1)
9(0) = —f(0)

que es lo mismo que antes. Con lo cual, resumiendo, debemos pedir que f, g € C*, £(0) = g(0)

y —£(0) = §(0).

Para la siguiente parte, tenemos F'(uy, u, u, x,t) = uy + m%ﬂum —u = 0. Ahora resulta que
z = z, entonces

z(s) = €°2(0).
Ahora tenemos que si t — 3/3 — 2 = cte > 0 resulta que
u(z,t) = u(z,23/3 4+ z + cte) = ez3/3+xu(0, cte) = ew3/3+zg(t —23/3 — ).
De igual forma, si t — x3/3 —x =cte <0,
u(z,t) = e f(R(t — 23/3 — ).
Con lo cual resulta que

x3 /34 _ 379 _ 439
_Joe gt —=x°/3—x)sit—a2°/3—2>0
u(w,t) = { el f(R(t — 23 — x)) si no.

2Notar que sobre esta curva vale la igualdad t — 2%/3 — x = 0 que implica x3 /3 + zo = to.



Nuevamente tenemos que analizar dos casos, empecemos por t — z3/3 — 2 > 0

Uy = ex3/3+mg (—.T2 . 1) + 61«3/3+x(x2 + 1) g
Uy = em3/3+xg
1 . 2
asi Up——— +up = ex3/3+1(_g + g).%’ t+x + 6:1:3/3+a:g _ ea:3/3+xg

22 +1 2 +1
ysit—a3/3—xz<0

u, = e'f R (=2 -1)

u = e(fR+f)
—z? -z

ﬁ+1—Hﬂfﬁ+ﬁ:Jﬂ%@—ﬁ—x»

L i
ux7x2+1+ut efR

como queriamos. Para la continuidad estudiemos

lim  w(z,t) = lim  w(z,t)y

(z,t)%(zg,ta)

lim Ug (2, t)

(ac,t)%(xar o)

Asi tenemos que

lim  w(z,t)

(a:,t)%(xar,ta)

(z,t)—=(zy ,tar)

lim  wug(x,t).
(z,t)= (g ,t5)

lim  w(z,t) =
(@)= (g ,tg)

lim  e%o/3+w0 lim  e(f R+ f)
()= (25 t5) (z,t)= (2 ,tg)
e"/3H04(0) = €O (f(R(0)) R(0) + £(0))
e?g(0) = € (=f(0)+ £(0)).
Pero por otro lado
lim ug(z,t) = lim ug(z,t) =
(z,t)—)(ma',tg) (:c,t)—>(a70_,t3')
lim ew3+x0(—g +g)(a? +x) = lim e f R (—2? —2)
(x,t)%(xar,ta) (m,t)%(xa,tg)

e0(=9(0) + g(0))(@f +1) = € f(R(0)) R(0)(x5 + 1)
e (=g(0) +9(0) (a5 +1) = €°f(0) (~1)(af +1)
Entonces las condiciones que debemos pedir para que resulte de clase Clson fygeCh

9(0) = £(0) y 9(0) — g(0) = £(0).

4.
Buscamos la formulacion débil del problema

—Au=f en ) )
%—G—Buzo en OS2,

Supongamos que u € C?(2)NC(Q) para poder aplicar las Férmulas de Green. Multiplicamos
la ecuacién por ¢ € C?() N CL(Q) e integramos sobre €2

—/Augodx:/fcpd:v.
Q Q



Por un lado, como u, ¢ y € cumplen las hipdtesis, podemos aplicar la Férmula de Green,

obtenemos 9
—/Au«pdx:/Vchpdm—/ @—udS.
Q Q o Ov

Por otro lado, si u es solucién de (2), tenemos que

ou
i —Bu, en 0.

Luego, tenemos que
/ VuVedz —1—5/ pudS = / fodz, Yo e C*(Q)NnCHQ).
Q o0 Q
Veamos que la siguiente formulacion

/Wﬁwmﬁ qmw:/ﬁm,WGHw» (3)
Q Q

o0N
es equivalente a (2) si u € C?(Q) N CHQ).
(2) = (3): Ya sabiamos que

/ VuVdr —i—ﬂ/ pudS = / fedz, Yo e C*Q)NCH(Q),
Q 09 Q

en particular, vale para ¢ € C®(Q) N CH(Q).
Sea v € H'(Q), como € es acotado y de frontera C!, sabemos que existe una sucesiéon
(0n)n C C®(2) N CHAQ) tal que v, —n 0o v en H(Q), es decir,

On —n—soo U en L2(Q)
Von —nseo VU en L2(9).

Por lo tanto, tenemos

<

/ Vu(Ve, —Vo)dz + 6 | u(en, —v)dS — / flon —v)dx
Q o9 Q

IVullL2[[Von = Voll g2 + ‘5/8Q u(pn — U)ds‘ + 1 fllz2llon = vll 2 (4)
Por otro lado, recordemos el operador de traza visto en la Tedrica: T : HY(Q) — L?(99)
es continuo, es decir, existe C' > 0 tal que [[Tw|290) < Cllw|gi(), ¥ Tw = wlsq si w €

HY(Q)NC Q).
Luego, por C-S

'ﬁ [ uton- v)ds\ _ \/3 [ rut(e- v)ds' < BC?ull ey lon — vl o,

Por lo tanto, si tomamos limite cuando n — oo en (4), obtenemos (3).

(3) = (2): Sabemos que

/wwmwﬂ/qmw:/ﬁm,WGHwn
Q o0 Q

En particular, vale para v € C§°(12). Luego
/ VuVovdr = / fodz, Yv e C°(Q).
Q Q

9



Aplicamos Green en el primer término, podemos porque u € C%(Q2) N C*(Q), obtenemos

—/ Auvdw:/fvdx, v, Vv € C5°(Q)..
Q Q

Luego fQ(Au + flu =0, Yv e C(Q), por el ejercicio 12 de la practica 0, tenemos que
—Au = f c.t.p de Q. Pero como u € C?(Q), Au € C(f2), tenemos que f es continua y que

—Au=f en Q. (5)

Nos falta ver que u cumple las condiciones de borde. Si tomamos v € C*(Q) N C(Q) en (3)
y aplicamos Green, obtenemos

UaudS’—/vAud:L‘+ﬁ uvd:nz/fvdx.
81/ Q 0

[2}9]

Como —Au = f en (2, tenemos
ou —
/ v < +Bu> dS =0, Yve C®(Q)nC(Q).
o0 ov

De acé se deduce que % + fu = 0.

Ahora veamos que existe una tnica u € H'({) solucién del problema (3). Definimos a :
H'(Q) x HY(Q) — R dada por

a(u,v):/Vqudl‘+ﬁ/ uvdsS,
Q o0

y L HY() — R dado por
Ef(v):/fvdx.
Q

Es claro que a es bilineal, veamos que es continua y coersiva.

a es continua: Por C-S y recordando que T : HY(Q) — L?(9Q) es continuo, tenemos que

/QVqud:v + B/BQ uvdS’ = /QVquda: + 6/89 T(u)T(v)dS‘ <

IVull 2 V0]l 2 + BIT () 2oy 1T ()l 2200y < (BC? + 1)llull g [[v]l -

la(u, v)| =

a es coersiva: Supongamos que no, para cada n € N existe u, € H'(2) tal que
1 2
a(tp, Up) < EHunHHl

Definimos v,, = ast, a(vp,v,) — 0 cuando n — oo. Como (vy), C HY(Q) es acotada,

Un
llunll g
existe una subsucesién (v, )r v v € HY(Q) tales que

Ung, —k—so0 U en L?,
Vn, — k-0 VU  €n L2

Entonces
a(Vn,, Uny ) :/ \ank\zderﬂ/ vz dS — 0,
Q o0

cuando k — co. Luego, [, Vo, [2dz — 0y Joq v2,dS — 0.
Por el Lema de Fatou, sabemos que

/ \Vo|? dz < liminf/ |V, |* dz =0,
Q ko Ja

10



entonces Vv = 0, como §) es conexo, v =cte.
Como n,, —ven L?y ||v,,||z2 = 1, entonces ||v||z2 = 1. Pero por otro lado, por Fatou,

/ v2dS < lim inf / 2 dS =0,
o0 k o0

absurdo!
Luego a es coersiva.

Por otro lado, L es lineal y continuo (pues f € L?). Por Lax-Milgram, existe una tinica
u € HY(Q) tal que
a(u,v) = L(v), Yo € HY(Q).

Luego esa u es la unica solucién de (3).
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